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равному а; также введем класс "снежинок" SN ( п, а) (в отли­
чие от класса ST, лучи областей из SN представляют собой 
прямоугольники) с аналогичными параметрами. Проведенный 
численный анализ позволяет сделать следующее 
Утверждение 1. 
1) В классе ST(n,a) верна о-ценка Л ~ Л(SТ) > 4.64, 
и nрибли:женн,ое равенство P(!l) ~ 4 . 641(д!l) оьтолняется 
для параметров п = 7 и а~ 3.9 ; 
2) в классе SN(n, а) верна оцен,ка Л ~ )..(SN) > 4.8, 
и nр'иближенное равенство P(!l) ~ 4 . 8J(дr1) выполщ~ется для 
n=6ua~l .88. 
Утверждение 2. Л > 6 в классе односвязных областей . 
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ИЗОПЕРИМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА 
ТИПА Е. НИКОЛАИ 
Пусть n - односвязная область на плоскости , а P(S1) -
коэффициент ее жесткости кручения по классической модели 
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Сен-Венана. В 1924 году Е. Николаи доказал изопериметриче­
ские неравенства 
Р(Щ ~ 41х (П)lу(й) и Р(П) ~ lо(й), 
"" lо(П) 
где lо(й) - момент инерции n относительно цен·гра масс , 
lх(й) и fу(й) ·- моменты инерции n относительно главных 
осей . Равенство в первом (во втором) неравенстве реализуется 
только в том случае, когда область n является внутренностью 
эллипса (круга) . 
Неравенства Е . Николаи тесно связаны с двумя классиче­
скими приближенными формулами 
Р(Щ ~ lо(П) и 
которые были известны задолго до создания Сен-Венаном диф­
ференциальной модели жесткости кручения и восходят к фор­
муле Кулона P(D) = lo(D) для круговых сечений D и прибли­
женной формуле Коши Р(П) ~ 41х(П)lу(П)/ J0 (П) лля балок 
с прямоугольными сечениями П (см. [lJ и [2J) . 
Определим обобщенный функционал Сен-Венана 
P(n) = 2 fп u(x)dx Е (О,оо], 
где !2 - n-мерная область и и= и(х) - обобщенное решение 
краевой задачи 
д:и=-2 , х=(х1,х2" ", хп)ЕПС~п и и=О, х ЕдП . 
В [3] нами доказано , что неравенство Р(П) ~ J0 (П) справед­
ливо и для произвольных областей на плоскости . Кроме того, 
это неравенство было обобщено в [3] на случай многомерных 
областей в виде следующего утверждения. 
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Теорема 1. Если P(n) - обобщенн:ыu функционал Сен­
Венана для областей n С Rn, то имеет место следующее 
изоnериметри'Ческое неравенство 
( 4 41 2 Р П) ~ 2Iо(Щ := 2 lxl dx . 
п п n 
Длл слу'Чал Р(П) < оо равенство в этом неравенстве име­
ет место тогда и толъко тогда, когда n - шар с центром 
в на'Чале координат (О , О, . .. , О). 
Второе изопериметрическое неравенство Е. Николаи явля­
ется простым следствием первого в силу неравенства между 
средним арифметическим и средним геометрическим и равен­
ства Iх(П) + ly(n) = /0(Щ. Нашей целью является распро­
странение осн,овного результата Е. Николаи, т. е. первого нера­
венства, на случай многомерных областей. Заметим, что для 
функционала Коши 4lx(n)Iy(n)/I0 (n) существует множество 
п-мерных аналогов . Приводимое ниже обобщение основано на 
следующем наблюдении: первое неравенство Е. Николаи может 
быть записано в виде 
[ 
1 1 ]-l Р(Щ ~ 4 °Iх(Щ + lу(Щ 
'l'. е . функционал Коши с точностью до постоянного множителя 
может быть истолкован как гармоническое среднее моментов 
инерции lх(Щ и Iу(Щ. 
Теорема 2. Пусть P(n) - обобщенн:ый функционал Сен­
Венана длл областей n с Rn. Если веЛ'U'ЧUНЫ Ik(rl) .я,влтотсл 
инерциал.ънЪt.Ми .моментами, оnределенн'Ыми фор.л.tула.ми 
Ik(rl) = { х% dx (k = 1, 2". "п), ln 
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то справедливо следующее изоnериметри-ческое неравенство 
Для слу-чая Р(П) < оо равенство в этом неравенстве будет 
иметъ место тогда и толъко тогда, когда П .я.вл.я.ется эллип­
соидом с центром в на-ча.ле координат (О, О, . .. , О). 
Теорема 1 является следствием теоремы 2 в силу хорошо 
известного неравенства для гармонических и арифметических 
средних . 
Естественным является вопрос о существовании нижних 
оценок для Р(П) через гармоническую среднюю инерциаль­
ных моментов. А именно, рассмотрим следующий вопрос: най­
ти постоянную с > О, зависящую разве лишь от размерности 
п и такую, что неравенство 
имеет место ДЛЯ любой области f2 С JRn, n ~ 2, ИЛИ ХОТЯ бы 
для некоторого семейства областей. 
Мы доказываем, что это неравенство с некоторой положи­
тельной постоянной имеет место в семействе выпуклых об­
ластей, но ответ на поставленный вопрос будет отрицатель­
ным в общем случае. Случай п = 1 является тривиальным 
и не рассматривается в следующей теореме. Отметим лишь, 
что в этом случае П = (а,Ь) и Р = 41 = (Ь - а)3 /З, где I 
момент инерции интерва.па относительно его центра. 
Теорема 3. Пустъ П с жn (п ~ 2) - nроизволъна.я. вь~­
nуклая область с центром масс в на-чале координат х = О . 
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Тогда 
Для любой размерности n ~ 2 существует nоследователъ­
ностъ п-мерных областей nj с центрами масс в на'Чалс ко­
ординат х = О, такая, <tmo 
.lim/1(П1 )= limf2(П1 )= . .. = lirnfn(П1)= .lirnVol(Пj)=oo, J-->00 J-->CXJ J-->00 1-'[XJ 
но вели<tин·ы Р(П1 ) равномерно ограни-ченtх., а именно, 
Р(Пi)::;; 1 (Vj Е N). 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (про­
ект 08-01-00381). 
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